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EINLEITUNG 
Unter einem (rechtsdistributiven) Quasiring verstehen wir eine algebraische 
Struktur (R, +, e), die beziiglich der Addition eine abelsche Gruppe, 
beziiglich der Multiplikation ein nichtassoziatives Monoid bildet und in der 
die beiden Operationen durch das Distributivgesetz (u + b)c = UC + bc 
verkniipft sind. Haben im Quasiring R die Gleichungen xu = b und ax = b 
mit 0 # C genau eine Liisung, so nennt man R einen (rechtsdistributiven) 
Quasikijrper. Wie bei zweiseitig distributiven Quasiringen definiert man 
Rechts-, Mittel- und Linkskern (s. etwa Rees 1.1); der Kern sei der 
Durchschnitt dieser drei assoziativen Unteralgebren. Als Zentrum von R 
wollen wir den gr33ten UnterkGrper von R bezeichnen, der die 1 von R 
enthalt und im Durchschnitt des Kerns1 mit dem Zentralisator von R 
liegt. Wir werden stets annehmen, da0 die betrachteten Quasiringe ein 
nichttriviales Zentrum haben. 
Unter einer (nichtassoziativen) Algebra d iiber einem (kommutativen) 
K&per K verstehen wir einen zweiseitig distributiven Quasiring, der K 
in seinem Zentrum (als links- oder rechtsdistribtitiven) Quasiring enthat. 
In einer friiheren Arbeit [l l] haben wir gezeigt, dal3 es eine groDe Fiille 
rechtsdistributiver (affine Ebenen koordinatisierender) topologischer Quasi- 
kijrper gibt, die homijomorph zu Iw2 sind und die reellen Zahlen als Zentrum 
besitzen. Im ersten Abschnitt dieser Arbeit beweisen wir, daB dagegen 
die Existenz der komplexen Zahlen als zentraler Unterkijrper eines (rechts- 
1 Es geniigt hier statt des Kerns den Durchschnitt je zweier der oben definierten 
einseitigen Kerne zu nehmen. 
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distributiven) zu R4 homijomorphen Quasikijrpers eine nicht zu erfiillende 
Forderung darstellt: Es gibt namlich keinen zu R4 homiiomorphen Quasi- 
kSrper, der einen zu C isomorphen K&per in seinem Zentrum enthielte. 
Nimmt man das zweite Distributivgesetz hinzu, so wird die Frage der 
Existenz von Quasikiirpern algebraischer Behandlung zuganglich, und man 
kann leicht zeigen, daR es iiber einem algebraisch abgeschlossenen Kiirper 
keine zweiseitig distributiven Qua&%-per endlichen Ranges >l gibt. Die 
Existenz kommutativer (und damit von selbst zweiseitig distributiver) 
Qua&&per tiber beliebigem K&per ist schwieriger zu entscheiden. Wahrend 
aus der endlichen Geometrie zahlreiche Beispiele solcher Quasikijrper 
bekannt sind (vgl. Knuth [5]), folgt nach Kuzmin [6], daB es iiber einem 
reel1 algebraisch abgeschlossenen Korper keinen kommutativen Quasikiirper 
vom Rang 4 geben kann. 
Im zweiten Abschnitt klassifizieren wir alle (nichtkommutativen) Algebren 
Q vom Rang 4 iiber einem K&per K einer Charakteristik #2, die eine 
quadratische Erweiterung C von K als Unterkiirper des Durchschnitts von 
Links- und Mittelkern enthalten; diesen Durchschnitt wollen wir den 
Semikern von Q nennen. Es ist insbesondere klar, da13 Q ein C-Bimodul 
ist. Wir zeigen, dal3 die Isomorphietypen dieser K-Algebren Q-die wir 
quaternal nennen-durch vier Parameter 4, yl , y2, s E K bestimmt sind. 
Der Parameter q bestimmt fiir nichtassoziative quaternale K-Algebren 
den Semikern als K((-4)‘:“). Der Parameter s kann nur die Werte 0 oder 1 
annehmen, je nachdem ob C mit allen Elementen von Q assoziiert oder 
nicht. 1st s = 0 und y1 # 0, so darf yI genau die Werte eines Reprgsentanten- 
systems 0 der Faktorgruppe K,/N(C,) d er multiplikativen Gruppe K, von K 
nach der Normengruppe N(C,) annehmen, und y2 ist beliebig. 1st s = 0, 
yl = 0, so durchlauft y2 genau die Menge 0. Wir beweisen, da8 man direkt 
an den Parametern ablesen kann, ob eine quaternale Algebra tiber beliebigem 
K ein Quasikijrper, ob sie assoziativ ist, oder ob sie einen Antiautomorphismus 
besitzt. In der Arbeit bestimmen wir auDerdem alle K-Automorphismen 
quaternaler K-Algebren sowie die vollen Automorphismengruppen quater- 
naler Quasikorper. 1st Q ein nichtassoziativer quaternaler Quasikiirper, so ist 
Aut Q das direkte Produkt der Gruppe der K-Automorphismen von Q, welche 
eine Ordnung 62 hat, mit einer Gruppe, die isomorph ist zur Gruppe 
derjenigen Automorphismen von K, die sich auf den Semikern von Q 
fortsetzen lassen. Wir zeigen, daB eine quatemale K-Algebra genau dann 
eine Divisionsalgebra ist, .wenn der Rechtskern ein Schiefkorper ist, und dal3 
sich die Quaternionenschiefkorper unter den quaternalen Divisionsalgebren 
durch Reichhaltigkeit ihrer Automorphismengruppe kennzeichnen lassen. 
Zweiseitig distributive Quasikiirper sind planar, d.h. sie koordinatisieren 
(afline) Translationsebenen ([lo], S. 90-92). Durch die Konstruktion von 
quaternalen Quasikiirpern haben wir also zugleich Beispiele von Transla- 
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tionsebenen gewonnen. Zwei Quasikiirper koordinatisieren genau dann 
isomorphe (affine) Translationsebenen, wenn sie isotop sind (vgl. Pickert). 
Bei den von uns konstruierten quaternalen Divisionsalgebren k&men wir 
das Isotopieproblem weitgehend l&en. 1st K der K&per der reellen Zahlen, 
so findet man ein bekanntes Ergebnis von Rees wieder: Sogar iiber einem 
euklidischen K&-per ist jede quaternale Divisionsalgebra isotop zu einer, 
in der der Semikern mit dem Kern iibereinstimmt, und zwei solche quaternale 
Divisionsalgebren sind genau dann isotop, wenn sie isomorph sind. 1st K 
ein endlicher Kiirper, so sind die von uns bestimmten quatemalen Quasi- 
k&-per in der von Knuth [5] betrachteten Klasse endlicher distributiver 
Quasikiirper enthalten. 
1 
Dieser Abschnitt beschtitigt sich mit Aussagen iiber die Nichtexistenz 
gewisser lokalkompakter Quasikiirper. Mit den Methoden aus [Ill zeigen 
wir zunachst, da13 es keinen (rechtsdistributiven) Quasikijrper gibt, der 
die komplexen Zahlen im Zentrum besitzt und die topologische Dimension 4 
hat. Fiir reel1 abgeschlossene oder algebraisch abgeschlossene Korper K 
ergibt sich, da0 sie nicht im Zentrum eines kommutativen Quasikijrpers 
liegen kiinnen, der endlichen Rang iiber ihnen hat. 
Jedes Element eines (rechtsdistributiven) Quasirings R vom Rang 2 
iiber seinem Zentrum zR E @ IaBt sich eindeutig in der Form x + yj mit 
x, y E ZR schreiben, und es gilt j(x + yj) = F(x, y) + G(x, y) j. 
Wir identifizieren zR mit @ und fassen F und G als Funktionen von 
@ x C nach @ auf. Wegen der Eulerschen Funktionalgleichung ([I], S. 159) 
gilt 
F(x, y) = ,;(‘,) ;; ; f ; 
PdYIX) 
‘%Y) = jdy 
fiir x # 0 
fiir x = 0 
Insbesondere ist ja = e + dj. Die Funktionen f und g haben wir in [ll] 
die Multiplikationsfunktionen des Quasiring R genannt. 
HILFSSATZ 1.1. Genau dam sind zwei stetige Funktionen f, g: C --f @ die 
Mult~plikationsfunktionen eines nulItet&rfm-ien topologischen Quasirings, der 
die komplexen Zahkn im Zen&urn enthiilt (und tier ihnen den Rang 2 hat), 
wenn sit? den folgenden Bedingqen geniigen: 
(1) e = lim =@ # 0 und d = lim g(x) exrY.&ym x+(D x x-bu) x 
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(2) f(0) = 0 undg(0) = 1 
(3) g(x) - xf(x) # 0 fib alle x E @. 
uberdies ist j2 = e + dj. 
Der Beweis verlauft wie der von Satz 1 aus [l I]. 
HILFSSATZ 1.2. Es sei Q ein Quasikiirper, der die komplexen Zahlen @ 
im Zentrum enthtilt und iiber @ den Rang 2 hat. Weiter sei (0,O) # (OL, /3) E V. 
Dann ist die Abbildung 
h,,, = x -+ 
( 
OLx + fldx) 
a T PfW 1 
: @a + @, = c u 0-J 
injektiv. 
Beweis. Wegen der Xullteilerfreiheit von Q gilt die Beziehung (1) aus 
1.1; also ist hrr,e: C, + @, definiert. Angenommen, die Behauptung wire 
falsch. Dann gabe es x # y E C, mit h,,,(x) = hor,e(y). 
Es seien zunachst x, y E @. Ware (Y + 15f(x) = 0, so g%lte wegen (01, fl) + 
(0,O) such f(x) = -a/p. A us h,,,(x) = 00 = h,,,(y) folgte dann such 
x $ /If(y) = 0, also f(y) = -LY,//~ = f(x). Wegen (3) ware arx $ j3g(x) # 
0 # ay + /3g(y). Es g%lte dann 
(a + PM + 4 = [m + k(x)1 i 
wobei C, = c\{O} bedeutet. 
Da man in Q von links kiirzen kann, gabe es also ein c E C mit (1 7 xj) = 
41 + Ii) = c + cyj, was ein Widerspruch ist. Ware hingegen OL + pj(x) f 0, 
so ware ha,e(x) E @. Dann galte (LX -/- fij)(l + xj) = C(LY + fij)( 1 + yj) fur 
geeignetes 0 # c E @, was gleichfalls ein Widerspruch ist. 
SchlieDlich sei x = cc. Wegen (1) folgte h,,,(y) = ha,e(x) = (a + fid),$e. 
Atso ware (a f /3j) j = c(1 + yj) fur geeignetes c E C; such dies ist ein 
Widerspruch. 
Smz 1.3. Es gibt keinen topologischen (rechtsdistributiven) Quasikiirper Q, 
der die komplexen Zahlen in seinem Zentrum enthielte und iiber ihnen den 
Rang 2 hiitte. 
Beweis. Es sei Q ein Quasiring der die komplexen Zahlen im Zentrum 
enthalt und iiber ihnen den Rang 2 hat. Wir werden zeigen, daB mindestens 
eine der Abbildungen h,,, aus 1.2 nicht injektiv ist. Wegen lim,,, f (x)/x f 0 
ist f keine Konstante; also gibt es 0 # y E @ mit f (y) # 0. Die quadratische 
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Gleichung f(y)p + [ 1 - g(y)]p - y = 0 hat in @ eine Losung & . Wire 
p,, = -l/f(y), so folgte g(y) - yf(y) = 0, was (3) widerspricht. Also ist 
1 + Poof(y) # 0, und es gilt 
1st Q ein zweiseitig distributiver Quasikijrper, so wird die Multiplikation 
in Q durch Strukturkonstanten beschrieben. Wir sind also nicht mehr 
auf Untersuchung der Multiplikationsfunktionen angewiesen, d.h., wir 
kiinnen such andere Kiirper als Zentrum eines Quasikijrpers zulassen. 
SATZ 1.4. f/‘ber einem algebraisch abgeschlossenen &%per A gibt es keinen 
zweiseitig distributiven Quasiktirper Q endlichen Ranges > 1. 
Beweis. Es sei r der Rang von Q uber A und {b,}t, eine A-Basis von Q. 
Die Multiplikation von Q wird durch v3 Strukturkonstanten j?y E A 
beschrieben. Fiir 0 # a = xi=, oribi ist dann det (X ++ ax) eine homogene 
Form vom Grad r in 0~~ ,..., c+ , deren Koeflizienten durch die @ bestimmt 
sind. Da eine solche Form fur r > 1 iiber einem algebraisch abgeschlossenen 
Kijrper stets eine nichttriviale Nullstelle yr ,..., yr besitzt, gibt es zu c = 
x;=, yibi ein 0 # x E Q mit cx = 0. Fiir r > 1 ist also Q kein Quasikorper. 
SATZ 1.5. Es gibt keinen kommutativen QuasikBrper Q, der einen reel1 
abgeschlossenen Unterkiirper Kim Kern enthielte undden Rang 4 tier ihm hiitte. 
Bewe-is. 1st K der K&-per der reellen Zahlen, so folgt das Ergebnis 
nach [6], $4 Th eorem 1. Da die Existenz eines kommutativen und damit 
zweiseitig distributiven Quasikiirpers eine elementare Aussage und die Theorie 
der reel1 abgeschlossenen Kiirper vollstandig ist (vgl. [12]), folgt die 
Behauptung. 
2 
In diesem Abschnitt klassifizieren wir gewisse (nich notwendig assoziative) 
Algebren, die Rang 4 iiber ihrem Zentrum haben. Es sei K ein (kommutativer) 
Kijrper von Charakteristik ungleich 2, und es sei Q eine Algebra, die K 
im Zentrum enthalt, iiber K den Rang 4 hat und auBerdem ein Bimodul 
iiber einem in ihr liegenden Kijrper C ist, der iiber K den Rang 2 hat. 
Fur X, y E C und (Y E Q sollen also stets gelten: 
(“Yb = “(Y4 (A.1) 
4XY) = (-9Y (-4.2) 
x(ay) = (xa)y. (A.3) 
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Ein Element w EQ nennen wir einen normah Basisvektor von Q, wenn 
{I, w} eine Basis des C-Linksvektorraums Q bildet und fiir alle c E C dartiber 
hinaus WC = FW gilt, wobei (c H E) der der von der Identitiit verschiedene 
K-Automorphismus von C ist. 
HILFSSATZ 2.1. Ist Q eine nicht kommutative K-Algebra worn Rang 4, 
web& ein Bimodul iiber einem K&per C ist, der in Q liegt und iiber K den 
Rang 2 hat, so gibt es einen normalen Basisvektor w won Q. Ein Element r) E Q 
ist genau dann ein normaler Basisvektor, wenn es 0 # b E C mit 77 = bw gibt. 
BeuX?iL Es sei C = K(i) mit i2 = --Q, und es sei Q = C @ C$J. Dann 
gibt es a, b E C mit qi = a + bp. 1st a = 0, so ist b # i, da sonst Q 
kommutativ ware. Man setze ‘p’ = 1 + q; dann ist q’i = (1 - b) + bp?‘. Wir 
diirfen also a # 0 voraussetzen. Es gilt -+I = vi2 = (qz)i = (a f bv)i = 
ai + (b)i = ai + b(a + &+I) = (ai + ab) + b2v. Hieraus folgt b = -i, also 
vi = a - ip, mit a # 0. Wir setzen w = 1 - (2i,/a)p, und erhalten 
& = i - : (pi) = i - z (a - itp) = -i (1 - Jj v) = -iw. 
Da K im Zentrum von Q liegt folgt hieraus, dal3 w ein normaler Basisvektor 
ist. 
Es sei q = x + yw mit y # 0. Genau dann ist 7 ein normaler Basisvektor, 
wenn 
-xi - iyw = -iq = r]i = xi + (yw)i = xi - iyw gilt. 
Dies ist aber zu x = 0 gleichwertig. 
Es sei nochmals daran erinnert, dal3 der Semikern einer K-Algebra Q 
die Menge aller Elemente x ist, so da0 fur alle 01, p E Q die Beziehungen 
(A4) (c4B = 4+) (A5) 444 = (x4ls 
erfiillt sind. 
DEFINITION. 1st Q eine nicht kommutative K-Algebra vom Rang 4, 
die im Semikern einen Unterkijrper C enthah, welcher Rang 2 iiber K hat, 
so wollen wir das Tripe1 (Q, C, K) eine quaternale Algebra nennen, falls 
die Charakteristik von K ungleich 2 ist. 
BEMERKUNG 2.2. Eine Algebra (Q, C, K), wobei K ein kommutativer 
K&per und Q eine Algebra vom Rang 4 iiber K ist, welche im Semikern den 
Unterkiirper C enthiilt, ist entweder quaternal oder kommutativ und assoziativ. 
Beweis. 1st Q kommutativ, so liegt C im Zentrum von Q. Da Q den 
Rang 2 iiber C hat, folgt, da13 Q assoziativ ist. 
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Wenn keine MiBverst%ndnisse zu befiirchten sind, werden wir eine 
quaternale Algebra (Q, C, K) gelegentlich such mit Q bezeichnen. 
Nach Hilfssatz 2.1 besitzt eine quaternale Algebra Q einen normalen 
Basisvektor w. Es sei w2 = Y + SW mit Y, s E C. Fiir b E C gilt dann 
(+) (bW)2 = b6w2 = bbr + slqbw). 
Es sei K ein (kommutativer) K&per der Charakteristik 22. Wir betrachten 
eine feste algebraisch abgeschlossene Erweiterung von K und in dieser 
die Menge II aller quadratischen Erweiterungen von K. In jedem C EQ 
wahlen wir ein Element ic mit C = K(i,) aus. Es sei A die Menge {ic ; C E a}. 
Ist ic E A, so ist qc = -i2 E K, d a d ie Charakteristik von K nicht 2 ist. 
Jedes Element a aus C besitzt eine eindeutige Darstellung a = a, + a2ic 
mit aj E K, und die regulare Norm ist Xc(u) = aI2 + a,*q, (vgl. [13], 
S. 143). Das Element a = a, - a2ic nennt man das zu a konjugierte. Es 
gilt N(u) = a&. Da die Norm N einen Homomorphismus der multiplikativen 
Gruppe C, von C in die multiplikative Gruppe K, von K induziert, ist 
die Normengruppe N(C,) eine Untergruppe von K, . Die Faktorgruppe 
K,/N(C,) ist b k e anntlich isomorph zur Kohomologiegruppe HO(G, C,) 
wobei G die Galoisgruppe von C beziiglich K bedeutet ([7], S. 25); da G 
die Ordnung 2 hat, ist HO(G, C,) eine elementar abelsche Gruppe von 
einem Exponenten <2 (vgl. [7], S. 47). 
Wir wahlen nun in K, ein vollstandiges System 0 von Reprasentanten 
der Nebenklassen von K, nach N(C,). Durch geeignete Wahl von b in (+) 
kann man erreichen, dal3 entweder s = 1 oder s = 0 gilt. Im Falle s = 0 
la& sich wiederum durch geeignete Wahl von b in (+) das Element Y = 
r, + r,i E C, so normieren, daB eine der folgenden Miiglichkeiten eintritt: 
Entweder ist Y = 0 oder rr ist ein Element aus der Menge 0, oder es gilt 
Y, = 0 und r2 E 0. Den Basisvektor bw, fur dessen Quadrat eine der eben 
aufgezahlten Normierungen zutrifft, nennen wir dann einen normierten 
Basisvektor . 
1st w ein normierter Basisvektor und w2 = Y + SW (mit s = 1, Y beliebig 
aus C, oder s = 0, y1 E 0 und r2 beliebig aus K oder s = 0, Y, = 0, Y, E 0), 
so werden die Strukturkonstanten von Q, als K-Algebra beziiglich der 
Basis 1, i, w, iw durch 
1 
i2 = -q, w2 = Y, + Y,i + SW, (i~)~ = qr, + qY2i + so, 
(*) 2-(2-w) = -qw, * wz = -iw, w(iw) = Y2Q - Yli - s(iw), 
(iw)i = qw, (iw)w = -Y,q + Yli + siw 
gegeben. 1st umgekehrt s = 1 und Ye, r2 E K oder s = 0, r2 E K und Y, 
aus dem Vertretersystem 8 oder s = 0, rr = 0 und y2 E 8, so bestimmen 
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Ye , r2 , s zusammen mit der Basis 1, i, w, iw und den Beziehungen (*) eine 
K-Algebra Q* mit dem Zentrum K, die C, in ihrem Semikern enthalt und 
w als normierten Basisvektor besitzt. 
Im weiteren werden wir haufiger die beiden folgenden Rechenregeln 
gebrauchen: 
(I) (X + yw)(u f ZW) = (xu + ye) + (XV + yu + ycs)w fur beliebige 
X,Y,U,VEC,, wobei w der normierte Basisvektor von Qq ist. 
(II) Fur a,b,c,d,e,f~C,, q=a+bw, q=cfdw, 8=e+fu 
und den normierten Basisvektor w von Q gilt 
7(y8) - (,,)a = bih(f - j) + blE[f(l; - Y) + s(e - C) + s”(f -f)lw. 
HILFSSATZ 2.3. Ist Q, eine K-Algebra vom Rang 4 mit normiertem Basis- 
vektor W, die K im Zentrum und C, im Semikern enthiilt, so sind iiquivalent 
(1) W2E C, 
(2) C, h’egt im Rechtskern von Q, 
(3) C, Ziegt im Kern von Q, . 
Beweis. 1st w2 E C, , so ist s = 0 und aus (II) folgt q(qi) - (yp)i = 0 
fur alle 7, 9, E Q, . Also gilt (c&v = &9xX) fiir alle 01, p E Q, und x E C, , 
und C, liegt im Kern von Q, . Liegt umgekehrt i im Kern von Q, , so gilt 
ri - siw = w?i = c0(&) = -w(iw) = (iw)w = iw2 = yi + siW. 
Hieraus folgt s = 0. 
HILFSSATZ 2.4. Sei QQ eine K-Algebra vom Rang 4 mit normiertem Basis- 
vektor w (u? = r - SW), die K im Zentrum und C, im Semikern enthiilt. 
Dann sind die folgenden Bedingungen iiquivalent: 
(1) w2 E K 
(2) Q, ist assoziativ 
(3) Q, ist Jlexibel. 
Beweis. Aus w2 E K folgt s = 0, r = r und wegen (II) ist dann Q 
assoziativ. Die Implikation (2) => (3) ist trivial. Nun sei (q’p)q = ~(~PTl) 
fur alle r], v EQ, . Wegen (II) folgt 
bdrs(b - 6) = 0 
bd[b(f - Y) + s(a - n) + s*(b - b)] = 0 
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fur alle a, b, d E C, . Die Spezialisierung b = i, d = 1, a = 0 ergibt IS = 0 
und (Y - P) - 29 = 0. Hieraus folgt wZ = Y E K. 
HILFSSATZ 2.5. Hut der Linkskern [Mittelkern] einen quaternalen Algebra 
(Q, C, K) einen K-Rang gr@er als 2, so ist Q assoziativ. 
Beweis. Es sei Q nicht assoziativ. Wegen 2.4 ist dann Y - f # 0 oder 
s # 0. Dal3 ein Element a $ bw [c + dw] im Linkskern [Mittelkern] von Q 
liegt ist wegen (II) gleichwertig zur Giiltigkeit von 
b&(f - j) = 0, 
bd[f(r - Y) + s(e - e) + s’(f -J)] = 0, 
fur alle d, f, e E C [b, f, e E C], also zu b = 0 [d = 01. 
1st eine quaternale Algebra (Q, C, K) nicht assoziativ, so folgt nach 
Hilfssatz 2.5, daB C als der Semikern von Q allein durch die K-Algebra 
Q eindeutig bestimmt ist. Die wohlbekannten Verhaltnisse im Fall einer 
assoziativen quaternalen Algebra werden wir spgter beschreiben. 
HILFSSATZ 2.6. Es sei (Q, C, , K) eine quaternale Algebra, die C, nicht 
im Rechtskern enthiilt und w ein normierter Basisvektor von Q mit w2 = Y + SW. 
Fiir den Rechtskern R von Q gilt: 
(i) Ist w2 = w, so ist R E K @ C, . 
(ii) Ist w2 # w und bezeichnet D die Gri@e 1 + 4r, - 4rz2q, so treten 
folgende M6glichkeiten auf: 
(a) D = 0: R = K + J, wobei J das eindimensionale Radikal von R ist. 
(b) D E K2\{O}: R s K 0 K. 
(c) D 6 K’: R E K((D)‘/*). 
Bewei’s. Wegen 2.3 ist s = 1. Die Bedingung, daB e + fw E R sei, 




Im Fall Y = 0, d.h. W* = w reduziert sich (*) zu e + f = e + f. Also 
ist in diesem Fall R = (ul + a,i + a3w - a,iw 1 a1 , a2 , a, E K). Man 
rechnet sofort nach, da13 R keine nilpotenten Elemente besitzt. Die Idem- 
potenten von R sind 0, 1, w, 1 - w. Also ist R = Rw @ R(l - w). Wegen 
der oben beschriebenen Gestalt der Elemente von R ist aber RW = KW s K 
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und R( 1 - W) = C(1 - W) r C, so da13 (i) bewiesen ist. 1st Y # 0, so ist 
(*) gleicbwertig zu 
f-j=0 
-2f;r =f(f--r) =Z-e. 
Es folgt, daB R = (a, + uzri + a,w j a, , a2 E K} ist. 
Fur 1 - 2r& - 2~ E R gilt 
(1 - 2r2i - 2~)~ = 1 - 4r,2q + 4r, = D E K. 
Hieraus folgen sofort die Behauptungen unter (ii). 
SATZ 2.7. Eine quaternale K-Algebra Q, ist genau dann eine quadratische 
K-Algebra, wenn sie assoziativ ist. 
Beweis. 1st a + bw mit a, b E C ein Element aus Q, , so ist fur eine 
quadratische K-Algebra Q* das Element (a + bw)2 in dem von 1 und 
(a + bw) erzeugten K-Unterraum enthalten. 
Es gilt dann (a + bw)2 = (a” + b6r) + (ab + bn + bds)w = x(a + bw) + y 
mit gewissen x, y E K. Daraus folgt xbw = b(a + ti + 6s)~ und fiir b 4 K 
sogar s = 0. Dann gilt aber x = a f a~ K, und indem man a = a, + a,i 
mit ai E K bedenkt, x = 2a,. Weiter ist (a2 + b6r) = 2u,a + y oder 
y = (al” - a22q + b6r, - 2a12) + b6r,i mit Y = rr + r2i. Da y zu K 
gehijrt und 0 # b $ K gelte, folgt r2 = 0, und nach 2.4 ist Q, assoziativ. 
SATZ 2.8. Fiir eine assoziative quaternale K-Algebra Q&r, s) tritt genau 
einer der folgenden Fiiile ein: 
(I) Es ist s = r2 = 0, und r, ist keih Quadrat in K. In diesem Full 
ist Qe(r, s) ein Quaternionenschiefkdrper. 
(II) Es ist s = y2 = 0 und rl = 1. In diesem Fall ist Q&l, 0) isomorph 
zur Algebra M,(K) uller zweireihigen Matrizen iiber K, unabh&agig von der 
Auswahl von q. 
(III) Es ist s = r2 = r, = 0. Die Algebra Q&O, 0) hat ein zwk- 
dimensionales Radikal J, , welches eir~ Nullring ist, und es ist Q,/ J, G C, . 
Zwei Algebren Q&O, 0) und Q#(O, 0) sind genau dunn isomorph, wenn q = @ ist. 
Beweis. Da Q assoziativ ist, so ist nach 2.5 das Element w2 entweder 
0 oder ein Element aus dem Vertretersystem 8, das die Nebenklassen von 
K, nach der Normengruppe N(C,) repriisentiert. 1st w2 E 8 ein Quadrat 
aus K,, so k&men wir w2 = 1 annehmen, und Q&l, 0) ist isomorph zur 
Algebra M,(K) all er zweireihigen Matrizen iiber K (s. [8], 57:9 und 57:lO). 
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1st w2 E 8 kein Quadrat, so erhalten wir zu jedem r1 E 8 einen Quaternionen- 
schiefkiirper H(-q, rl) tiber K (vgl. [8], 957). 1st schliefllich w2 = 0, so 
sieht man leicht, dal3 Jg = C ,+ das Radikal von Q, ist. Die restlichen 
Behauptungen folgen sofort. 
SATZ 2.9. Es seien Q = Q&r, s) und & = Q&, f) nichtassoziative quaternale 
K-Algebra mit norm&en Basisvektoren w bzw. 8. Ist u ein Homomorphismus 
van Q nach &, so gelten 
(1) wc=yi;,mitO #yEC, 
(2) s=J 
(3) u bitiet C, auf C, und K auf K ab, so day r” = N(y)F ist 
(4) Ists = l,soisty = 1. 
Umgekehrt: Ist a ein Isomorphismus von C, nach C,, &r (2) bis (4) erfiillt 
mit N(y) = 1, so gibt es einen Isomorphismus 6: Q + & mit 8 Ic, = u und 
w* = 5. 
Beweis. Da C, der Semikern von Q und C, der Semikern von & ist, 
induziert a einen Isomorphismus von C, nach C, , und da K das Zentrum 
von Q wie von & ist, gilt Ku = K. Es sei wo = x + y& mit x, y E C, . 
Dann gilt 
Hieraus folgt x = 0 und F = -iU. Also ist zuntichst i0 = al mit a E K, 
und weiter ist wU ein normaler Basisvektor nach Hilfssatz 3.1. Wegen 
s E (0, I} ist so = s. Es folgt 
(mu)* = (~6)~ = yyc2 = N(y)? + N(y) ~6. 
Andererseits ist 
(WC)’ = (d)” = (r + SW)” = r0 + sow = ro + sy& 
Ein KoefBzientenvergleich ergibt 
r0 = N(y)? 
ys = N(y)f. 
Im Falle s = 1 folgt sofort y = 1 aus der zweiten Gleichung. Hieraus 
folgt (2) und (3). 
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Umgekehrt haben wir zu zeigen, daB 6 ein Homomorphismus ist. Es 
ist 2 = P fur alle x E C, da i” eine Nullstelle von x2 + q0 ist. Also gilt 
KOROLLAR 2.10. Zwischen zwei nichtassoziativen quaternalen K-Algebren 
QJY, s) und Q,#, S) gibt es genau dann einen K-linearen Isomorphismus, wenn 
(q, rl , rp2, s) = (q, ?I , fz2, S) ist. 
Es sei y E C, mit N(y) = 1; fiir s = 1 sei sogar y = 1. Dann ZiJt 
sich jeder Isomorphismus a von C, nach C, mit (T IK = id zu einem K-linearen 
Isomorphismns 6: Q -+ & fortsetzen, indem man w” = yB setzt. 
Beweis. 1st 0 ein Isomorphismus von Q auf Q, so folgt aus 2.6, da8 
P = N(y)? mit 0 # y E C, ist. Wegen x0 = x fur alle x E K sowie wegen 
der Tatsache, da8 jeder von uns betrachtete Kiirper C, zur Menge 8 gehiirt, 
folgt hieraus Y u = Y oder P = f, insbesondere also y1 = rlo = N(y)?, . 
Wegen der von uns gewahlten Normierung ist rr = rr und somit N(y) = 1. 
Aus 
r,io = (r2i)” = 1X7(y) . fzi = ?,i 
folgt schliel3lich 
und weiter r22 = ?s2. Sei umgekehrt (q, rl , rz2, s) = (q, ?I , Fzr”, s). \Vegen 
(?r , Taa) = (?r , Pz) ist r” = r oder ? = r. In jedem Falle gibt es einen 
Automorphismus u von C, mit u IK = id und rU = ?. Die Behauptung 
folgt nun aus 2.9. 
BEMERKWG 2.11. Es sei K ein Galoisfeld GF( p”) fiir eine Primzahl 
p # 2. Dann gibt es genau ( p n + 1)/2 nichtisomorphe qnaternale K-Algebren 
Qq , die C, als Kern haben. 
Beueis. Liegt C, im Kern von Q, und ist w der normierte Basisvektor, 
so folgt w* = y1 + r,i (wegen 2.3). Da Qg kein Kiirper ist, gilt r2 f 0 (s. 2.4). 
Es sei zunichst y1 + 0. Da nach [7] s. 128 die Normengruppe N(C,) 
ganz K, ausftillt, besteht 0 nur aus einem Element, und es kann yI = 1 
gewahlt werden. Man erhalt (pn - I)/2 Isomorphietypen. 1st rr = 0, so 
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kann wegen K, = N(C,) dann rs = 1 gewahlt werden, und man bekommt 
eine weitere quaternale Algebra iiber K. 
SATZ 2.12. Es sei Q&r, s) eine quaternale K-Algebra. 
(i) Ist QQ(r, 0) isomorph zu einem Quaternionenschiefkirper H(-q, r) 
iiber K, so ist die K-Automorphismengruppe von Q, isomorph zu SO,(K, f) = 
O,+(K, f) beziiglich der Form f = qx12 - rxz2 - qrxs2, und jeder K-Auto- 
morphismus ist ein innerer. 
(ii) Ist Qg isomorph zum vollen :Watrizenring &Is(K), so gilt Aut Q, z 
GL,(K), und jeder K-Automorphismus ist ein innerer. 
(iii) Fur Q,(O, 0) ist die K-Automorphismengruppe Aut, Q, isomorph 







i 0 ;bECp,lEK . 
001 i 
Die inneren K-Automorphismen werden durch i + i, w --+ cw mit N(c) = 
cc = 1 gegeben. Eine Vertretergruppe fiir die au&en K-Automorphismen 
ist isomorph zur Gruppe (x + mx + n; m # 0, n E K) und wird durch die 
Abbildungen i + &i + Iw, w - dw mit 1, d E K beschrieben. 
(iv) Q, sei nicht assoziativ, aber C, sei der Kern von Q, . Dunn ist 
Aut, Q, E SO&K, f) = O,+(K, f) mit der Form f = xl2 f qxp2, und jeder 
K-Automorphismus ist ein innerer. 
(v) Ist Q&Y, s) nicht assoziativ und C, nicht der Kern von Qc, so gilt 
/ AutKQn = 2 bzw. Aut, Q, = 1, je nachdem ob r zu K gehiirt oder nicht. 
Ist Aut, Qq # 1, so ist die durch i + -i, w + w gegebene, in Aut, Q liegende 
Abbildung ein iilcperer Automorphismus. 
Beweis. 1st Q, z M,(K), so ist alles klar. 1st Q, eine assoziative Divisions- 
algebra, so folgt die Behauptung etwa nach [2, $101 und [8, $571. 
Dal3 fiir QJO, 0) und 1 = 0 die angegebenen Abbildungen K-Auto- 
morphismen vermitteln, stellt man unmittelbar fest. Urn nachzuweisen, 
da13 die durch 1 + 1, i + i + Iw, w - w gegebene Abbildung einen 
K-Automorphismus vermittelt, muB man bedenken, dal3 beztiglich der 
K-Basis 1, i, W, (iw) das Produkt zweier Elemente 
x = xl + x,i f x3w + x4(iw) 
die folgende Gestalt annimmt: 
und 4’ = y1 + y2i + y3w + y&w) 
XY = (3~~ - x2y2’24) + (w2 + wlY + Cw3 + x3x - w4q - w2dw 
+ (ZC,Y, + x4y1 + xny3 - w2)(iw). 
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Die Behauptung iiber die inneren K-Automorphismen von Q&O, 0) 
folgt wegen c%c = c-?% fur alle c E C, . 
1st Q nicht assoziativ und a E Aut, Q, so folgt aus 2.10, da0 TO = I oder 
TO = f ist. Im Fall s = 1 folgt aus 2.6, daB w” = w und P = Y ist. Genau 
dann gibt es also den durch i H -i, w -+ w gegebenen K-Automorphismus 
von Q, wenn r = f d.h. r2 = 0 ist. Im Fall s = 0 folgt aus 2.7 da13 die 
K-Automorphismen von Q durch P = r bzw. P = P und w” = cw mit 
N(c) = 1 gegeben werden. Aus der Mijglichkeit YO = f folgt wieder r = T, 
also w2 = ri E K. Dies ist aber unmoglich, da Q nicht assoziativ ist. Man 
iiberzeugt sich, da13 die K-Automorphismengruppe von Qg(f, 0) beziiglich 
der Basis {1, w} isomorph zur Gruppe der Matrizen 
-2q); ci E K, cl2 + cS2 + cz2q = 1 I 
ist. 
Es sei Q*(Y, 1) eine quaternale K-Algebra, die somit C, nicht im Kern 
enthllt. Jeder Automorphismus y von K mit 4~ = 4 induziert auf C, einen 
Automorphismus f. Nach 2.10 ltit sich f zu einem Automorphismus 9 
von Q fortsetzen, der w+ = w bewirkt. 
KOROLLAR 2.13. Fiir eine quaternale Divisionsalgebra (Q, C, K) sind 
gleichwertig: 
(1) Q ist ein Quaternionenschiefkiirper. 
(2) Die Gruppe der K-Autonwrphismen von Q hat Dimension >l 
(in GL,(K)). 
SATZ 2.14. Die Automorphismengruppe iner quaternalen K-Algebra 
Q&Y, 1) ist das direkte Produkt von Aut, Q mit der Gruppe r = {y 1 y E Aut K 
und q” = q}. 
Beweis. Nach 2.12 ist Aut, Q = 1, falls Y $ K und 1 AutKQ / = 2, falls 
I E K gilt. Der von der Identitat verschiedene K-Automorphismus von Q 
wird durch i H -i, w t+ w gegeben, ist also mit allen Elementen von r 
vertauschbar. Wegen 2.9 ist w0 = w fur jeden Automorphismus u von Q, 
so daD wir alle Automorphismen von Q erfal3t haben. 
BEMERKUNG 2.15. Eine quaternale K-Algebra Q, hat genau dann mindestens 
zwei verschiedene &&re K-Automorphismen, wenn sie isomorph zu Q&O, 0) ist. 
SATZ 2.16. Ist Qg eine quaternale K-Algebra, so sind die beiden folgenden 
Bedingungen tiquivalent : 
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(1) C, Ziegt im Kern Q* . 
(2) Qa besitzt einen (inwohtorischen) K-Antiautomorphismus. 
Beweis. Die Algebra Qp besitze einen K-Antiautomorphismus (11. Wir 
diirfen annehmen, dal3 C, mit dem Kern von Q, zusammenfallt, denn sonst 
ist Q, nach 2.5 assoziativ und (1) gilt. Da Q, tiber C, ein Bimodul ist, bleibt 
C, unter OL invariant. Fiir Q* gilt die “Assoziativitatsregel” (A5); da 01 die 
Reihenfolge der Faktoren eines Produktes vertauscht, ist dann in Qp such 
die Regel (A6) erftillt, und C, ist der Kern von Qc. Liege nun umgekehrt 
C, im Kern von QU. Fur den normierten Basisvektor w ergibt sich 2.3 
gemaD w2 = I EC,. Wir betrachten die durch 1 + 1, i-+ i, w + W, 
iw + -iw gegebene K-lineare Abbildung 0~. 1st c E C, , so ist cm = c, und 
es gilt (cw)” = EW. Xun ist aber 
[(x + yw)(u + ~W)l” = [(m + p) + (m + yf+JJl 
= (xu + YVY) + (m + jq, = (u + &J)(x + jko) 
= (u + ow)yx + yw) 
fiir alle X, y, uv E C, . Daher ist (Y ein Antiautomorpbismus. 
Fiir die Geometrie sind diejenigen quaternalen K-Algebren von Interesse, 
die Quasikiirper sind. Daher wollen wir im nichsten Satz aus den quatemalen 
K-Algebren die quaternalen Quasikiirper aussondem. 
SATZ 2.17. Es sei Q&r, s) eine quaternale K-Algebra mit dem nwmierten 
Basisvektor w (und w2 = rI + r,i + SW). Genau dann ist Q&, s) ein Quusikiirper, 
wenn tine der beiden folgenden Bedingungen erfiillt ist: 
(a) s = 0 und r gehiirt nicht zu der Normengruppe N(C,). 
(b) s = 1 und 1 + 4r, - 4r22q ist K kein Quadrat. 
Beweis. Da sowohl die Rechts- als such die Linksmultiplikation in Qg 
wegen der beiden Distributivgesetze C&near ist, ist die quatemale K- 
Algebra Qg genau dann ein Quasikorper, wenn sie nullteilerfrei ist. 
Gilt Y = 0 und somit w2 = SW, so folgt hieraus (W - s)w = 0, und Q* 
hat Nullteiler. Also diirfen wir r # 0 voraussetzen. 
Wir nehmen nun an, dal3 der Satz falsch sei. Dann gibt es a, u E C, und 
6, v E C,\(O), so dal3 0 = (a + bw)(u + VW) = ba(ab-%--l + w)(uv-l + W) 
gilt. Daher existieren in C, zwei Elemente x und y mit 0 = (X + w)(y + W) = 
@Y + I) + (2 + P + +J. 
Dies ist aber gleichwertig zu xy + r = 0, x + y + s = 0 und weiter 
zu(*)yJ+sy-r=O,weily#Owegenr#OseinmuB. 
Wir werden nun die Annahme widerlegen, dal3 das absolute Gebilde 
der Form yy + sy - I unter unseren \70raussetzungen Punkte (aus C, x C,) 
4W37/3-2 
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enth&lt. Es sei Y = Y i + r,i sowie y = y1 + y& Dann liefert die Aufspaltung 
in einen “Real-” bzw. “Imaginarteil” die beiden folgenden zu (*) aquivalenten 
Bedingungen: 
(B) ~1’ -k ~2% + ~1 - ~1 = 0, 
(C) sys - Y2 = 0. 
1st s = 0 so ist (C) genau dann erftillt, wenn r2 = 0 ist. Die Giiltigkeit 
von (B) ist dann aber gleichwertig zu Y = rl E N(C,), was der Forderung 
(a) des Satzes widerspricht. Es sei also s = 1. Einsetzen von (C) in (B) ergibt 
(F) 3:; + yi + (qr,” - yl) = 0. 
Die Diskriminante D dieser quadratischen Gleichung ist 
D = 1 + 4r, - $r,“. 
Die Losbarkeit von (F) ist also gleichwertig damit, da13 D ein Quadrat 
in K ist, was durch die Bedingung (b) des Satzes ausgeschlossen wurde. 
KOROLLAR 2.18. Sei K ein euklidischer Kiirper. Dam ist e&e quaternale 
K-Algebra Q,Jr, s) = Ql(r, s) g enau dann ein Quasikiirper, wenn eim der 
folgenden Bedingungen zutr@: 
(1) s = 0, rl = - 1, y2 beliebig 
(2) s=0,Y,=1,Y2~0 
(3) s=1,r,<r22-i. 
Gilt s = 0, r2 = 0 und rl = - 1, so liegt der Quuternionenschiefkiirper iiber 
K vor. 
Beweis. K hat genau zwei Quadratklassen, und es ist -q = - 1. Da 
die Gruppe K.JN(C,) die Ordnung 2 hat, kann im Falle s = 0 als Vertreter 
der nicht zur Normengruppe gehiirenden Elemente -1 gewahlt werden. 
KOROLLAR 2.19. Eine quaternale Algebra (Q, C, K) ist genau dann eine 
Divisionsalgebra, wenn der Rechtskern von Q ein Schiefkiirper ist. 
Beweis. Im Fall s = 1 folgt die Behauptung aus 2.17 und 2.6. Es sei 
s = 0 und der Rechtskern von Q ein Schiefkijrper R # Q. WSire Q keine 
Divisionsalgebra, so folgte r E N(C,) c K; wegen 2.4 ware also Q assoziativ, 
q.e.a. Umgekehrt ist der Rechtskern eine Divisionsalgebra wieder eine 
Divisionsalgebra. 
Im allgemeinen ist der Rechtskern R N K((D)llz) (vgl. 2.6) einer 
quaternalen Divisionsalgebra (Q, C, K) nicht zu C isomorph. Es folgt dal3 
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die in Satz 2.17 unter (a) und (b) angegebenen Divisionsalgebren im 
allgemeinen nicht zueinander isotop sind, da nach Bruck isotope Divisions- 
algebren isomorphe Rechtskerne haben. 1st aber R E C-und das ist stets 
der Fall, wenn K euklidisch ist-so folgt aus Rees, Theorem 1.34, dal3 
jede der Algebren unter (b) isotop zu einer der Algebren (a) ist. Fur 
euklidische K&per sind aber zwei Divisionsalgebren der Form (a) genau 
dann isotop, wenn sie isomorph sind (vgl. Rees, Theorem 3.2). 
BEMERKUNG 2.20. Es sei QJY, s) ein quaternaler Quasiktiper. Dam sirzd 
die folgenden Bedingungen @ivalent : 
(1) In Qq gilt die Linkskiirzungsregel, d.h. fiir alle 01 # 0, p E QG ist 
a-‘(a/3) = p. 
(2) In Q0 gilt die Rechtskiirxungsregel, d.h. fiir alle 01 + 0, /3 EQ~ ist 
(jL+-1 = p. 
(3) Q, ist ein echter Schiefkiirper. 
Beweik. Es gelte (1) oder (2), und es sei Q* kein Schiefkorper. Da die 
Charakteristik von K ungleich 2 ist, ist QU ein echter Alternativkiirper 
([lo], S. 175), was der Tatsache widerspricht, da13 QG tiber K den Rang 4 hat. 
Da ein Quasikiirper QJr, s) eine Translationsebene koordinatisiert, die, 
falls er kein Korper ist, den Lenz-Barlotti Typ V.1 hat (vgl. [4], 5.3), lassen 
sich die Bedingungen (1) und (2) der Bemerkung 2.20 geometrisch inter- 
pretieren, wenn man dazu den Satz 50 auf S. 106 in [lo] heranzieht. 
Fur endliche Kiirper K sind die von uns klassitizierten quaternalen 
Quasikijrper in der von Knuth [5] betrachteten Klasse endlicher distributiver 
Quasikijrper enthalten, die tiber ihrem schwachen Xukleus (vgl. [4], S. 240) 
den Rang 2 haben. 
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